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Настоящая работа продолжает тематику публикации [1] и посвящена развитию 
методики численного решения динамических схем в «дарвинских алгоритмах». Это 
обусловлено актуальностью использования при численном анализе низкочастотных 
явлений  плазмофизики дискретного моделирования на основе самосогласованного 
формализма Власова [2] с безызлучательным (магнитоиндукционным) приближением 
Дарвина [3] для внутренних электромагнитных полей.  Последнее позволяет 
рассматривать плазму как систему с мгновенным дальнодействием, что исключает 
наличие в ней свободных электромагнитных волн. В контексте конечно-разностной 
аппроксимации аналитической модели это приводит к снятию актуальной для 
дискретных плазменных алгоритмов проблемы устойчивости (а вместе с ней и 
ограничений на временной шаг, обусловленных критерием Куранта [4]) при 
использовании экономичных  (явных) схем численного решения полевых уравнений.  

Таким образом, теперь  временной  шаг  эволюции самосогласованной (Власов-
Дарвин) дискретной системы, по сути определяющий экономичность численного 
алгоритма, обусловлен именно процедурой разностного интегрирования уравнений 
движения частиц, выбор которой обусловлен как физическими соображениями, так и 
условиями ее устойчивости.  

В этой связи представляет интерес использование не одной, а нескольких 
динамических схем в рамках одного плазменного кода, позволяющее существенно 
минимизировать численные затраты, что особенно актуально для компьютерных 
экспериментов в области  крупномасштабных явлений физики плазмы. 

Предлагаемая методика оптимизации процедуры численного решения уравнений 
движения заключается в рациональном использовании в счете и явной (экономичной, 
но условно устойчивой), и неявной (безусловно устойчивой, но менее экономичной) 
схем, обусловленном их физической  адекватностью конкретной стадии развития 
исследуемого процесса. 

Ранее, в публикации [1], был сформулирован критерий переключения и приведено 
сопряжение явных и неявных динамических схем в процессе текущего счета. 
Продемонстрирована эффективность предложенной методики оптимизации на основе 
(в процессе) кинетического моделирования  генерации и развития электромагнитной 
неустойчивости  Вайбеля [5],  имеющей многообразные проявления в различных 
областях физики магнитоактивной плазмы и в силу этого достаточно хорошо 
изученной.  Напомним, что для этих целей, как и в настоящих исследованиях, был  
выбран программный код, реализующий дискретную модель Власова-Дарвина в 
гамильтоновом представлении с геометрией фазового пространства (x, vx, vy, vz) и 
периодическими граничными условиями [6].  

В данной работе нас интересовала количественная оценка численной 
экономичности рассматриваемого мультисхемного подхода. В этой связи были 
проведены исследования трех разностных динамических схем:  явной схемы 2-ого 
порядка «с перешагиванием» [4]  с условием устойчивости τωpe < 2 (здесь τ - 
величина временного шага эволюции модельной системы, ωpe - ее ленгмюровская 
частота), полной безусловно устойчивой неявной схемы 2-ого порядка точности [4], 
неявной безусловно устойчивой редуцированной схемы 2-ого порядка точности [7]. 
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Здесь, прежде всего, были получены количественные оценки  экономичности и 
точности редуцированной  неявной схемы в сравнении с полной неявной для 
обоснования корректности использования неявной редуцированной схемы в 
предлагаемой методике. Исследование проводилось на тестовых задачах движения 
частиц в электрическом, магнитном, и скрещенных (электрический дрейф) полях. 
Показано, в раках L2 ошибки  разностного решения по схеме «с перешагиванием», обе 
неявные схемы (при том же шаге) сходятся всего за две итерации  и имеют практически 
идентичную точность. Однако при этом  редуцированная схема  более эффективна: 
требует примерно на 5% меньше вычислительного времени и позволяет экономить 
оперативную память, - что существенно в рамках крупномасштабного моделирования. 

Эти результаты были подтверждены в двумерной задаче (синтетического теста)  
движения заряженной частицы в экспоненциально возрастающем магнитном поле, 
типичной для численного (кинетического) моделирования сильно нелинейных 
плазменных процессов с акцентированным магнитным полем. 

Далее, в работе развита методика текущего сопряжения схем численного 
интегрирования уравнений движения заряженных частиц. Введен новый параметр, 
связанный с оценкой счетного времени для продвижения самосогласованной  
модельной системы с использованием как явной, так и неявной динамических схем на 
дискретный временной интервал, определяемый  необходимым уровнем разрешения 
текущей фазы процесса. При этом соотносятся численные затраты схемы с 
перешагиванием, определяемые  условиями устойчивости  (диктующими максимально 
возможный шаг интегрирования динамических уравнений)  и соответствующие (при 
том же шаге) затраты неявной редуцированной схемы, определяемые сопутствующим 
итерационным  процессом (как показано выше, двухпроходным).  Требуемые данные 
могут быть получены в процедуре «предстарта», присутствующей в каждом корректно 
поставленном компьютерном эксперименте. Отметим, что параметр активизируется  
при выходе исследуемого процесса на  квазилинейный (слабовозмущенный  или 
стагнирующий) этап развития.    

Стоит отметить, что предложенная методика особенно актуальна, как нам 
представляется, при численной симуляции именно крупномасштабных и медленно 
переменных процессов разреженной магнитоактивной плазмы, т.е. там, где наиболее  
эффективно приложение дискретных дарвинских алгоритмов. 
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Дифракционные решетки находят широкое применение в лазерной технике, 

спектроскопии, космических исследованиях и многих других областях современной 

науки и техники [1]. Для эффективного использования в той или иной оптической 

системе форма профиля решетки оптимизируются так, чтобы решетка соответствовала 

предъявляемым к ней требованиям, а именно имела определенный спектр пропускания 

и/или отражения, определенные значения дифракционных эффективностей в 

различных порядках дифракции и т.д. Таким образом, задачи синтеза или оптимизации 

дифракционных решеток являются актуальными задачами современной физики. 

Задачи синтеза дифракционных решеток по своей сути являются задачами 

оптимального управления и традиционно решаются методами математического 

моделирования. Математическую постановку обычно составляет задача поиска 

минимума некоторого целевого функционала, зависящего от параметров решетки. 

Минимизация этого функционала осуществляется различными методами, имеющими 

как достоинства, так и недостатки. Применение методов нулевого порядка (например, 

метода Нелдера-Мида) является эффективным лишь тех для случаев, когда профиль 

решетки имеет простую форму, заданную 3–4 параметрами [2,6]. В тех случаях, когда 

рассматривается решетка с достаточно сложной формой профиля, для описания 

которой требуется большое число параметров, возникает необходимость использовать 

более устойчивые методы первого порядка [5-6]. В отличие от методов нулевого 

порядка, применение методов первого порядка требует вычисления градиента целевого 

функционала [3-5]. Для этих целей используются различные подходы. Наиболее 

простым представляется метод конечных разностей. В то же время такой подход 

обладает существенным недостатком, связанным с пропорционально возрастающим 

количеством вычислений целевого функционала на каждой итерации алгоритма с 

увеличением количества управляющих параметров. Этого недостатка лишен метод 

вычисления градиента при помощи решения сопряженной задачи, для применения 

которого на каждом шаге минимизации достаточно лишь одного вычисления 

функционала, вне зависимости от числа управляющих параметров. 

В данной работе рассматривается применение градиентных методов к решению 

задач синтеза одномерных многослойных отражающих и пропускающих 

дифракционных решеток, состоящих непосредственно из решетки с прямоугольным 

профилем штриха, подложки и некоторого числа однородных слоев, расположенных 

между ними. При этом период профиля разбивается на несколько равных между собой 

подпериодов, а факторы заполнения, соответствующие каждому из таких подпериодов, 

представляют собой набор управляющих параметров. Параметры оптимизируются 

таким образом, чтобы синтезируемые решетки могли обеспечить максимально близкую 

к 100% дифракционную эффективность в определенных дифракционных порядках в 

спектре отражения или пропускания в заданном диапазоне длин волн. 

Математическая постановка задачи синтеза формулируется как задача 

оптимального управления и заключается в минимизации зависящего от управляющих 

параметров решетки целевого функционала, представляющего собой в общем виде 

интегральную характеристику дифракционной решетки в заданном диапазоне длин 
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волн в отношении квадратичного отклонения дифракционной эффективности от 

требуемого значения (100%). Для минимизации целевого функционала используются 

градиентные методы, и вычисление градиента осуществляется при помощи решения 

сопряженной задачи с выбранными специальным образом граничными условиями [5]. 

Прямая и сопряженная задачи решаются гибридными методами, основанными на 

совместном применении неполного метода Галеркина и метода матриц переноса [7]. 

В работе описано решение ряда задач синтеза отражающих и пропускающих 

дифракционных решеток. Рассмотрены отражающие многослойные решетки с одним и 

двумя управляющими параметрами, использующиеся, например, в качестве зеркала 

внешнего резонатора полупроводникового лазера. Кроме того, рассмотрены 

пропускающие решетки с одним и десятью параметрами, которые могут играть роль, 

соответственно, разделителя лазерного луча с фиксированной длиной волны на 

несколько пучков или оптического ограничителя. 

Представленный метод вычисления градиента при помощи решения сопряженной 

задачи сравнивается с методом конечных разностей. Показано, что при решении задачи 

синтеза пропускающей дифракционной решетки с десятью параметрами алгоритм с 

вычислением градиента при помощи решения сопряженной задачи оказывается в 5 раз 

быстрее, чем аналогичный алгоритм с вычислением градиента конечно-разностным 

методом. 

Обсуждается возможность рассмотрения более общей постановки задачи синтеза, 

при которой оптимальная форма профиля решетки без каких-либо специальных 

априорных предположений (кроме практической реализуемости) может быть получена 

непосредственно в результате решения задачи. 
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Проблема. Плотная плазма используется в очень многих технических и 
экспериментальных конструкциях: сильноточные электрические разряды, мощные 
газоразрядные лазеры, магнитокумулятивные генераторы, термоядерные мишени и т.д. 
Расчет таких конструкций требует знания оптических свойств плазмы. На эти свойства 
сильно влияет так называемое микрополе - это электрическое поле внутри плазмы, 
порожденное хаотическим тепловым движением ионов и свободных электронов. Это 
поле флуктуирует во времени и пространстве. 

Модели микрополя. До сих пор для кулоновских систем не найдено 
математически строгих методов исследования. Существуют лишь более или менее 
удачные модели. Уже 100 лет предпринимаются попытки построить такие модели для 
количественного описания свойств микрополя. 

В данной работе приведен критический анализ существующих моделей 
микрополя и показано, что почти все они неправильно описывают «хвосты» функции 
распределения и не могут предсказать количество экспериментально наблюдаемых 
спектральных линий.  

Ранее авторами была предложена модель QUIP (QUasi-Independent Particles), 
полученная из первых принципов [1]. Эта модель правильно описывает «хвосты» 
функции распределения и даже пространственную неоднородность микрополя.  

Апробация модели. Проведена апробация модели путем сравнения с 
экспериментами по спектрам излучения сверхплотной лазерной плазмы. Отмечено, что 
сравнение следует проводить по числу наблюдаемых линий в спектральных сериях, 
поскольку именно это число сильно зависит от принятой модели. Выбраны 
эксперименты, наиболее подходящие для такой проверки. Это эксперименты по 
свечению плазмы Al или Ar, в которых видны лаймановские серии водородо- и 
гелиеподобных ионов [2-4]. 

Наиболее представителен эксперимент [3] с плазмой Ar+Kr 50/50. Полученный 
спектр приведен на рис. 1. На нем видны 3 линии лаймановской серии 
водородоподобного иона Ar+17 и вся лаймановская серия гелиеподобного иона Ar+16. В 
последней серии интенсивность пятой линии мала, а последующие линии незаметны. 
Расчет показал, что серия Ar+16 светит при температуре ~ 400T  эВ, ~ 0.2r  г/см3.  

На рис. 2 показаны относительные интенсивности различных линий этой серии 
как экспериментальные (площади контуров линий на рис. 1), так и рассчитанные по 
разным моделям в водородоподобном приближении. 

Ни одна модель не может описать интенсивность a -линии гелиеподобного 
иона Ar+16, поскольку к ней не применимо водородоподобное приближение. Для 
остальных линий серии оно применимо достаточно хорошо. Но эта причина не имеет 
отношения к моделям микрополя. 

В эксперименте наблюдается 5 линий. Модель QUIP правильно описывает 
наблюдаемое число линий и интенсивности линий b e- . По модели SHO [5] должны 
наблюдаться 6 линий. В модели Хольцмарка [6] видны только 3 линии. 
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Рис. 1. Спектр Ar+16 в эксперименте [31] Относительные интенсивности линий 
спектра Ar+16; пунктир – эксперимент [31]; 
сплошные линии – модели: ● – QUIP, ♦ – 
SHO, ■ – Хольцмарк, ▼ – модель [8], ▲ – 
модель [9], ∆ – модели [7], [10], ○ – расчет 
без учета микрополя. 

Разные варианты модели APEX [7-9] не согласуются между собой. Расчет по 
модели Хупера [10] практически совпадает с вариантом модели APEX [7], поэтому обе 
модели показаны одной кривой. Эти модели предсказывают на одну линию больше, 
чем в эксперименте. Модель [8] предсказывает значительно большее число линий, чем 
наблюдается в эксперименте. Модель [9] предсказывает правильное число 
наблюдаемых линий, однако интенсивность линий g  и d  несколько слабее по 
сравнению с интенсивностью b -линии, чем в эксперименте. 

Таким образом, наилучшее согласие с экспериментом дает модель QUIP. 
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Ìåòîä Ãàëåðêèíà â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà äâóìåðíî �
ïåðèîäè÷åñêèõ âîëíîâåäóùèõ ñòðóêòóð

À.À. Áûêîâ

ÌÃÓ èì Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò, êàôåäðà ìàòåìàòèêè.

E-mail: abkov@yandex.ru

1. Àííîòàöèÿ. Ñôîðìóëèðîâàíà è îáîñíîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
äâóìåðíî-ïåðèîäè÷åñêîé âîëíîâåäóùåé ñðåäû, îñíîâàííàÿ íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà
ãîìîòîïèè è ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Ðåøåíèå çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ íàõîäèòñÿ èç
çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî ÷èñëà è çàäà÷è Ïôàôôà äëÿ ïîëÿ ñîáñòâåííîé ìîäû.
Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü äèñïåðñèîííóþ êðèâóþ ìîäû ñ çàäàííîé ïðîñòðàíñòâåííîé
ñòðóêòóðîé. Ïîñòðîåíî òàêæå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî
ïàðàìåòðà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîëîæåíèÿ çàïðåòíûõ çîí.

2. Ââåäåíèå. Çàäà÷à ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ âîëí ïåðèîäè÷åñêîé ïî äâóì
ïåðåìåííûì ñðåäû ñ íåîäíîðîäíûì äèýëåêòðèêîì ïðèâëåêàåò ê ñåáå âíèìàíèå
íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé. Îñíîâíûå ïðèëîæåíèÿ ñâÿçàíû ñ
ïåðèîäè÷åñêèìè âîëíîâåäóùèìè ñòðóêòóðàìè, èñïîëüçóåìûìè äëÿ ïåðåäà÷è
èíôîðìàöèè, èññëåäîâàíèåì âîëí â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå, èññëåäîâàíèå
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâûõ âîëí â ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ, ñîçäàííûõ â ñæèìàåìîé
ñðåäå ïðè ïðîõîæäåíèè çâóêîâûõ âîëí. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàðÿäó ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìèêðîâîëíîâîé è îïòè÷åñêîé òåõíèêè âñå áîëåå øèðîêî
ïðèìåíÿþòñÿ äâóìåðíî-ïåðèîäè÷åñêèå(2D�ïåðèîäè÷åñêèå) âîëíîâåäóùèå ñòðóêòóðû.
Äèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòèêè 2D�ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð ìîãóò îáåñïå÷èòü
áîëåå âûñîêèå ïàðàìåòðû íåêîòîðûõ òèïîâ îïòîýëåêòðîííûõ è àêóñòîýëåêòðîííûõ
ýëåìåíòîâ, îïòè÷åñêîé è àêóñòîîïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè, ëàçåðíîé òåõíèêè, â òåõíèêå
ôîòîííûõ êðèñòàëëîâ è ôîòîííûõ ðåøåòîê. Íà äàííûé ìîìåíò îòñóòñòâóåò ìåòîä
ðàñ÷åòà äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê 2D�ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñ ñèëüíûì
âîçìóùåíèåì ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. Ñòðóêòóðà ôàçîâûõ ïîâåðõíîñòåé ïîëÿ â
òàêîé ñðåäå ìîæåò áûòü âåñüìà ñëîæíîé. Ìîãóò ñóùåñòâîâàòü êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ, ïðè äîñòèæåíèè êîòîðûõ ñòðóêòóðà ïîëÿ ïðåòåðïåâàåò êà÷åñòâåííîå
èçìåíåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ 2D�ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäû
ñ ñèëüíîé ìîäóëÿöèåé ìû â äàííîé ðàáîòå ïðèìåíèì êîìáèíàöèþ äâóõ ìåòîäîâ:
Ãàëåðêèíà [1] è ãîìîòîïèè. Ìû èñïîëüçóåì êëàññè÷åñêèé âàðèàíò ìåòîäà Ãàëåðêèíà
[1]. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ òîé æå çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå ìåòîä
Ãàëåðêèíà ñ ÷àñòè÷íîé äèñêðåòèçàöèåé, òàê íàçûâàåìûé íåïîëíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà
[2].

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñ÷åòà äâóìåðíî�ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Ïóñòü ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò x
è y ñ ïåðèîäàìè ñîîòâåòñòâåííî a è b, òàê ÷òî äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ρ(x + na, y + mb) = ρ(x, y) äëÿ âñåõ öåëûõ m, n. Ñ÷èòàåì,
÷òî ρ(x, y) ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü âäîëü îñè z ñðåäà îäíîðîäíà,
è ïîëå èìååò TE ïîëÿðèçàöèþ, òàê ÷òî âåêòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïàðàëëåëåí ïëîñêîñòè
(x, y), ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè z. Òîãäà óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà
ðàâíîñèëüíû óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà

uxx + uyy + κρ(x, y)u = 0, (1)
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u(x, y) = Ez(x, y), ñ óñëîâèÿìè êâàçèïåðèîäè÷íîñòè (Ôëîêå):

u(x+ na, y +mb) = u(x, y)einνa+imµb. (2)

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ âåêòîðà Ôëîêå λ = (µ, ν), ïðè êîòîðûõ çàäà÷à
(1) äëÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñ îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè Ôëîêå (2)
èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Çäåñü κ åñòü êâàäðàò âîëíîâîãî ÷èñëà â âàêóóìå, ρ
äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü. Òèïè÷íûå äëÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ôóíêöèè
ρ(x, y), ïîðîæäàþò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (µ, ν, κ) êóñî÷íî ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü
(ñâÿçíóþ, íåñâÿçíóþ, âîçìîæíî ñ êðàåì), ñîäåðæàùóþ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ
(µ, ν, κ), äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à (2), (1) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Áóäåì íàçûâàòü
òàêóþ ïîâåðõíîñòü äèñïåðñèîííîé ïîâåðõíîñòüþ (ÄÏ) è îáîçíà÷àòü Σ′.

Íàëîæèì ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà çàäà÷ó (1), (2). Cond. 1: Íàéäåòñÿ òàêàÿ
ïîâåðõíîñòü Σ â ïðîñòðàíñòâå (µ, ν, κ), äëÿ êàæäîé òî÷êè êîòîðîé çàäà÷à (1), (2)
èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé äëÿ êàæäîé òî÷êè
Σ ðàâíà 1. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êðàé Σ ïðèíàäëåæèò ýòîé ïîâåðõíîñòè. Cond. 2: Â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Σ íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ òî÷åê (µ, ν, κ), äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à
(1), (2) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, êðîìå ëåæàùèõ íà Σ. Cond. 3: Ïîâåðõíîñòü
Σ ìîæåò áûòü çàäàíà â íåÿâíîé ôîðìå óðàâíåíèåì F (µ, ν, κ) = 0, ãäå κ ∈ [κ1, κ2],
ïðè÷åì ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ F âî âñåõ òî÷êàõ Σ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ
íåÿâíîé ôóíêöèè, ò.å. ðàíã ìàòðèöû ßêîáè (Fµ, Fν) ðàâåí åäèíèöå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Σ åñòü ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì (ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå â âèäå µ = µ(ξ, η), ν = ν(ξ, η), κ = κ(ξ, η), (ξ, η) ∈ D, D åñòü
ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè (ξ, η).) Ïóñòü κ1 = infΣ κ, κ2 = supΣ κ, κ1 > 0.
Cond. 4: Äëÿ âñåõ κ0 ∈ (κ1, κ2) ñå÷åíèå Σ ïëîñêîñòüþ κ = κ0 åñòü ãëàäêàÿ êðèâàÿ
L(κ0) áåç îñîáûõ òî÷åê. Ìû ñòàâèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ âñåé ÄÏ Σ äëÿ îïðåäåëåííîãî
äèàïàçîíà âîëíîâûõ ÷èñåë κ ∈ [κ1, κ2].

4. Ìåòîä Ãàëåðêèíà. Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè
ìåòîäà Ãàëåðêèíà [1] äëÿ äâóìåðíî � ïåðèîäè÷åñêîãî âîëíîâîäà. Ãàëåðêèíñêîå
ïðèáëèæåíèå âîëíîâîãî ïîëÿ áóäåì èñêàòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé
êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû:

u(M,N)(x, y, µ, ν, κ) =
M∑

m=−M

N∑
n=−N

ψm(y, µ)ϕn(x, ν)Cm,n(µ, ν, κ), (3)

ãäå ψm(y, µ) = b−1/2ei(µ+2πm/b)y, ϕn(x, ν) = a−1/2ei(ν+2πn/a)x. Çäåñü λ = (µ, ν)
åñòü ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ. Ìû èñïîëüçóåì òåðìèí
êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà (ÊÑ), ïðèíÿòûé â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå [1].

Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (1), (2) áóäåì èñêàòü â âèäå

Σ = lim
M→+∞,N→+∞

Σ(M,N), L(κ) = lim
M→+∞,N→+∞

L(M,N)(κ), (4)

u(x, y, µ, ν, κ) = lim
M→+∞,N→+∞

u(M,N)(x, y, µ, ν, κ), (5)

ïðè÷åì â (5) ïðåäïîëàãàåì ïðèìåíåíèå íåêîòîðîãî ñïîñîáà íîðìèðîâàíèÿ
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, îäèíàêîâûé äëÿ âñåõ u(M,N)(x, y, µ, ν, κ) è äëÿ u(x, y, µ, ν, κ).
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Ïðåäåë çäåñü è äàëåå ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå min(M,N) → +∞.
Ñîáåðåì âñå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè â âåêòîð � ñòîëáåö Ξ(x, y, µ, ν) =(
ψ−M(y, µ)ϕ−N(x, ν), .., ψM(y, µ)ϕN(x, ν)

)T
ðàçìåðíîñòè (2M + 1)(2N + 1). Âñå

êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè äëÿ m ∈ {−M, ..,M} è n ∈ {−N, .., N} â ôóíêöèîíàëüíîì
âåêòîðå Ξ äîëæíû áûòü óïîìÿíóòû, ïîðÿäîê èõ íóìåðàöèè íå âàæåí. Òåïåðü
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå u(M,N) = ΞTC, ãäå C =(
C(−M,−N), ..., C(M,N)

)T
òàêæå âåêòîð-ñòîëáåö. Ïóñòü âåêòîðû�ñòîëáöûP èQ ñîäåðæàò

âñå ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûå è âòîðûå ýëåìåíòû ðàçëè÷íûõ ïàð (m,n) íàòóðàëüíûõ
÷èñåë â óêàçàííûõ ïðåäåëàõ, âñåãî (2M + 1)(2N + 1) ïàðà. Òîãäà êîîðäèíàòíóþ
ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå: Ξ(x, y, µ, ν) = Φs(y, µ) ⊗ Φc(x, ν).
Çäåñü Φc(x, ν) = a−1/2ei(ν+2πQ/a)x, Φs(y, µ) = b−1/2ei(µ+2πP/b)y Φc(x, ν) è Φs(y, µ) åñòü
âåêòîðû �ñòîëáöû, ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîòîðûõ ðàâíî (2M + 1)(2N + 1), îïåðàöèÿ ⊗
â ïðèìåíåíèè ê äâóì âåêòîðàì îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè îçíà÷àåò ïîêîîðäèíàòíîå
ïåðåìíîæåíèå áåç ñóììèðîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî

uxx = ΞT
xxC = −ΦT

s (y, µ)⊗ ΦT
c (x, ν)⊗

[(
ν + 2πQ/a

)
2
]
TC,

uyy = ΞT
yyC = −ΦT

s (y, µ)⊗ ΦT
c (x, ν)⊗

[(
µ+ 2πP/b

)
2
]
TC.

(6)

Òåïåðü íàéäåì íåâÿçêó óðàâíåíèÿ (1):

R = ΦT
c ⊗ ΦT

s ⊗
[
κρ−

(
ν + 2πQ/a

)2 −
(
µ+ 2πP/b

)2
]
T
C. (7)

Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ
ñèñòåìó. Óìíîæèì ñòîëáåö (7) ñëåâà ñêàëÿðíî íà Ξ?(x, y, µ, ν), èñïîëüçóåì
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè, ÷òî ðàâíîñèëüíî óìíîæåíèþ íà
Φ?
c(x, ν) ⊗ Φ?

s(y, µ). Èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíîñòü è íîðìèðîâàííîñòü êîîðäèíàòíîé

ñèñòåìû,
∫ a

0
dx
∫ b

0
dy Ξ?(x, y, µ, ν) ΞT (x, y, µ, ν) = I (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà), ïîëó÷èì:

κ 〈Ξ?|ρ|Ξ〉C−
(
ν + 2πQ/a

)2
C−

(
µ+ 2πP/b

)2
C = 0, (8)

ãäå Q = diag(Q), P = diag(P), 〈Ξ?|ρ|Ξ〉 (m′,n′),(m,n) åñòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà

(2M+1)(2N+1)×(2M+1)(2N+1): 〈Ξ?|ρ|Ξ〉 (m′,n′),(m,n) =
∫ a

0

∫ b
0
ψ?m′ϕ

?
n′ρ(x, y)ψmϕndxdy.

Çàìåòèì, ÷òî (8) åñòü îäíîðîäíàÿ îòíîñèòåëüíî C ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé. Àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò λ,
ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû:

det
(
κ 〈Ξ?|ρ|Ξ〉 −

(
ν + 2πQ/a

)2 −
(
µ+ 2πP/b

)2
)

= 0. (9)

Óðàâíåíèå (9) îïðåäåëÿåò ïîâåðõíîñòü Σ(M,N) â ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò (µ, ν, κ).
Äàëåå ìû ñôîðìóëèðóåì ïðÿìîé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (8), îñíîâàííûé íà èäåå
ãîìîòîïèè, íî ïðåäâàðèòåëüíî äàäèì îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà ê
òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è.

5. Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ãàëåðêèíà ìû âûïîëíèì ìåòîäîì èç [1]. Ïóñòü íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ρ(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îòäåëåííîñòè îò íóëÿ:
ρ(x, y) ≥ ρmin > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå Σ âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
ìàòðèöû, ñòîÿùåé â ëåâîé ÷àñòè (8), îòëè÷íû îò íóëÿ.
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Ïóñòü îïåðàòîð A äåéñòâóåò íà äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ
ôóíêöèþ u(x, y) ïî ïðàâèëó Au = −uxx − uuu, îïåðàòîð B ïî ïðàâèëó Bu =
ρ(x, y)u. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ A è B ñîñòîèò èç âñåõ äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ êâàçèïåðèîäè÷íîñòè (2).
Ïóñòü µ, ν çàäàííûå ÷èñëà, è {κj, uj(x, y)} åñòü ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1), (2). Ïóñòü {κ(M,N)

j , uj(x, y)(M,N)} åñòü ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è (8). Èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè
ñëåäóåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òî÷íîé çàäà÷è κ > 0, òî æå âåðíî äëÿ
Ãàëåðêèíñêîé ñèñòåìû (8): κ

(M,N)
j > 0. Èç ðåçóëüòàòîâ [1], ãë.2, òåîðåìà 2.11-1 ñëåäóåò,

÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ κj è κ
(M,N)
j óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ìèíèìóìà:

κ1 = min
u∈D(A)

(Au, u)

(Bu, u)
, κj = min

u∈D(A), u⊥us, 1≤s≤j−1

(Au, u)

(Bu, u)
, (10)

ïðè÷åì èìååòñÿ â âèäó B� îðòîãîíàëüíîñòü âñåì ðàíåå íàéäåííûì ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì. Èìååò ìåñòî òàêæå ìàêñè-ìèíèìàëüíûé ïðèíöèï:

κj = sup
G(j−1)

(
inf
u∈W1

(Au, u)

(Bu, u)

)
, κ

(M,N)
j = sup

G(j−1)

(
inf
u∈W2

(Au, u)

(Bu, u)

)
, (11)

ãäå G(j−1) åñòü ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî D(A) ðàçìåðíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé (j − 1),
W1 = {D(A)

⋂
u ⊥ G(j−1)}, W2 = {D(A)

⋂
u ⊥ Gj−1

⋂
u ∈ H(M,N)}, ãäå H(M,N)

åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû Ξ. Èç ðåçóëüòàòîâ [1], ãë.2, òåîðåìà

2.11-4 ñëåäóåò, ÷òî limM,N→+∞ κ
(M,N)
j = κj. Èõ ñðàâíåíèÿ (10) è (11) ñëåäóåò òàêæå,

÷òî κ
(M,N)
j ≥ κj, è ïðè M ′′ > M ′, N ′′ > N ′ âåðíî òàêæå κ

(M ′′,N ′′)
j ≤ κ

(M ′,N ′)
j . Åñëè

âûïîëíåíû óñëîâèÿCond. 1�3, òî íàéäóòñÿ (M0, N0) òàêèå, ÷òî ïðèM > M0 èN > N0

è íà ïðîìåæóòêå [κ′1, κ
′
2] ⊂ [κ1, κ2], κ′1 < κ′2, ðåøåíèåì çàäà÷è (8) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêàÿ

ïîâåðõíîñòü Σ(M,N), ñå÷åíèåì êîòîðîé ïðè κ ∈ [κ′1, κ
′
2] áóäåò ãëàäêàÿ êðèâàÿ L(M,N)(κ).

Ãëàäêîñòü L(M,N) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (8) ãëàäêèì
îáðàçîì çàâèñÿò îò (µ, ν) ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè Σ èìååò êðàòíîñòü 1. Òàêèì îáðàçîì, Σ(M,N) → Σ ïðèM → +∞,N→ +∞
â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè S = (µ, ν, κ) ∈ Σ ðàññòîÿíèå îò S äî Σ(M,N)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Â äàííîé ðàáîòå ìû íå îïèñûâàåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (8) èëè

ðàâíîñèëüíîé çàäà÷è (9). Íà ïðàêòèêå ïîòðåáèòåëÿ ðåäêî èíòåðåñóåò òîëüêî îäíà
òî÷êà íà äèñïåðñèîííîé ïîâåðõíîñòè. Èíòåðåñíû ñâîéñòâà ÄÏ â öåëîì, â òîì
÷èñëå òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì,
òðàíñôîðìàöèÿ âîëí ïðè èçìåíåíèè âîëíîâîãî ÷èñëà èëè íàïðàâëåíèÿ âîëíîâîãî
âåêòîðà. Àäåêâàòíûé ïîäõîä â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ìåòîä ãîìîòîïèè, êîòîðûé
ìû îïèøåì è èññëåäóåì â äðóãèõ ðàáîòàõ.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Ì.Ê. Ãàâóðèí. ×èñëåííûå ìåòîäû. Ì.: Íàóêà, 1971.
2. À.Ã. Ñâåøíèêîâ. Íåïîëíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà. // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ,1977. Ò.236.

N 5. Ñ.1076-1079.

12

Труды школы-семинара «Волны-2020».  
Математическое моделирование в задачах волновой физики



1

Ìåòîä ãîìîòîïèè äëÿ ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ âîëí äâóìåðíî �
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåòîê

À.À. Áûêîâ

ÌÃÓ èì Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò, êàôåäðà ìàòåìàòèêè.

E-mail: abkov@yandex.ru

1. Ââåäåíèå.

Â ýòîé ðàáîòå ìû ïðèìåíÿåì ìåòîä ãîìîòîïèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ
âîëíàõ äâóìåðíî�ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ïîñòàíðîâêà è ìåòîä ðåøåíèÿ êîòîðîé
äåòàëüíî îïèñàíû â ðàáîòå [1], èìåþùåéñÿ â ýòîì ñáîðíèêå. Ìåòîä ãîìîòîïèè,
êîòîðûé íàçûâàþò òàêæå ìåòîäîì ïîãðóæåíèÿ, ìåòîäîì èíâàðèàíòíîãî ïîãðóæåíèÿ,
îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè ñåìåéñòâà çàäà÷, çàâèñÿùèõ îò èñêóññòâåííî ââåäåííîãî â
ïîñòàíîâêó çàäà÷è ïàðàìåòðà Îñíîâû ìåòîäà ãîìîòîïèè äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è
íåëèíåéíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè èçëîæåíû â [2], [3]. Çàäà÷ó î ñîáñòâåííûõ
âîëíàõ çàïèøåì â âèäå

L(γ)u = 0, (1)

ãäå L åñòü îïåðàòîð êðàåâîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ [4], Âåëè÷èíà γ åñòü
ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, åãî çíà÷åíèå òðåáóåòñÿ íàéòè èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ìåòîä ãîìîòîïèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ïîãðóæàåì çàäà÷ó
(1) â ñåìåéñòâî êðàåâûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ M(γ, τ)u = 0, ãäå τ ∈ [τ0, τ1]
åñòü ïàðàìåòð ãîìîòîïèè, ìîæíî ïîëîæèòü τ0 = 0, τ1 = 1, èëè èñïîëüçîâàòü ëþáîé
äðóãîé ïðîìåæóòîê. Îïåðàòîðíóþ ôóíêöèþ M(γ, τ) âûáåðåì òàê, ÷òîáû M(γ, τ1) =
L(γ), à çàäà÷à M(γ, τ0)u = 0 èìåëà èçâåñòíîå ðåøåíèå. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî
ïàðàìåòðó ïðèâîäèò ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò
çàâèñèìîñòü ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà è ïðîôèëÿ ñîáñòâåííîé ìîäû îò ïàðàìåòðà
ãîìîòîïèè.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ñôîðìóëèðóåì ìåòîä ãîìîòîïèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ ñðåäû ñ äâóìåðíî ïåðèîäè÷åñêè ìîäóëèðîâàííîé
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ. Ïîëå ñîáñòâåííîé âîëíû íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ êâàçèïåðèîäè÷íîñòè (óñëîâèÿ Ôëîêå). Óðàâíåíèÿ ãîìîòîïèè
áóäóò íàéäåíû íà îñíîâå ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà è äëÿ ïîëÿ
ñîáñòâåííîé ìîäû. Ìû äàäèì îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ãèáðèäíîãî ìåòîäà ãîìîòîïèè
� Ãàëåðêèíà.

2. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ãîìîòîïèè äëÿ äèñïåðñèîííîé

ïîâåðõíîñòè. Ìû ðàññìàòðèâàåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îñíîâàííóþ íà ìåòîäå
Ãàëåðêèíà, òàê êàê ýòà ìîäåëü îáåñïå÷èâàåò âûñîêóþ òî÷íîñòü ïðè íåáîëüøîì
ðàñõîäå âðåìåíè ñ÷åòà. Ñôîðìóëèðóåì ïðÿìîé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ
âîëíàõ

uxx + uyy + κρ(x, y)u = 0, u(x+ na, y +mb) = u(x, y)einνa+imµb, (2)

ïîçâîëÿþùèé íàéòè ïîëå ñ çàäàííîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðîé. Çàäà÷à (2)
îïðåäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (µ, ν, κ) ïîâåðõíîñòü Σ. Ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåì
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû (ÊÑ) Ξ ñ êîýôôèöèåíòàìè C:
u(M,N) = ΞTC, äëÿ âû÷èñëåíèÿ C ìåòîä Ãàëåðêèíà äàåò ëèíåéíóþ ñèñòåìó((

ν + 2πQ/a
)2

+
(
µ+ 2πP/b

)2)
C = κ 〈Ξ?|ρ|Ξ〉C. (3)
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Áîëåå ïîäðîáíî ïîñòàíîâêà è ìåòîä îïèñàíû â [1]. Çàäà÷à (3) îïðåäåëÿåò â
ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (µ, ν, κ) ïîâåðõíîñòü Σ(M,N), ãäå (M,N) åñòü ÷èñëî
êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ïî êàæäîé êîîðäèíàòå. Âìåñòî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3)
èñïîëüçóåì ìåòîä ãîìîòîïèè. Âìåñòå ñ çàäàííîé ôóíêöèåé ρ(x, y) ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ ρ̃(x, y, τ), çàâèñÿùóþ òàêæå îò ïàðàìåòðà ãîìîòîïèè τ , êîòîðûé ìû
èçìåíÿåì â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è îò τ0 = 0 äî τ1 = 1. Íàïðèìåð, ïðè ρ̃(x, y, τ) =
ρ′(x, y) + (ρ′′(x, y) − ρ′(x, y))τ ïîëó÷èì ρ̃(x, y, 0) = ρ′(x, y), ρ̃(x, y, 1) = ρ′′(x, y). Ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè τ = 0 çàäà÷à (3) èìååò èçâåñòíîå ðåøåíèå: (µ, ν, κ) ∈ Σ0,
ïîëå ñîáñòâåííîé ìîäû u0(x, y, µ, ν, κ) = ΞT

(
x, y, µ, ν

)
C0(µ, ν, κ), ãäå âåêòîð C0 òàêæå

èçâåñòåí. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøèòü ÷èñëåííî òðåáóåòñÿ òó æå çàäà÷ó ïðè τ = 1.
Òåïåðü âñå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â (2), òàêæå çàâèñÿò îò τ :

uxx + uyy + κρ̃(x, y, τ)u = 0, u(x+ na, y +mb, τ) = u(x, y, τ)einν(τ)a+imµ(τ)b (4)

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ìåòîäà ãîìîòîïèè íàì ïðèäåòñÿ íàëîæèòü áîëåå
æåñòêèå óñëîâèÿ íà çàäà÷ó (4).

Cond. a: Íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîâåðõíîñòü Σ̃ â ïðîñòðàíñòâå (µ, ν, κ, τ), äëÿ êàæäîé
òî÷êè êîòîðîé çàäà÷à (4) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ðåøåíèé äëÿ êàæäîé òî÷êè Σ̃ ðàâíà 1.

Cond. b: Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Σ̃ íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ òî÷åê (µ, ν, κ, τ), äëÿ
êîòîðûõ çàäà÷à (4) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, êðîìå ëåæàùèõ íà Σ̃.

Cond. c:Ïîâåðõíîñòü Σ̃, àíàëîãè÷íî ïîâåðõíîñòè Σ, ìîæåò áûòü çàäàíà â íåÿâíîé
ôîðìå óðàâíåíèåì F̃ (µ, ν, κ, τ) = 0.

Âûâåäåì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ãîìîòîïèè. Ìåòîä Ãàëåðêèíà äàåò òåïåðü
óðàâíåíèå (

κ 〈Ξ?|ρ̃|Ξ〉 −
(
ν + 2πQ/a

)2 − (µ+ 2πP/b
)2)

C = 0. (5)

Óñëîâèå íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè (5) ðàâíîñèëüíî çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà, ðåøàåìîé ìåòîäîì Ãàëåðêèíà. Èç
óïîìèíàâøåéñÿ òåîðåìû ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è
ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ (M,N) âñå çíà÷åíèÿ
âåêòîðà (µ, ν, κ, τ) ëåæàò íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Σ̃(M,N), ïðè÷åì Σ̃(M,N) → Σ̃ ïðè
M → +∞, N → +∞.

Ïóñòü κ ∈ [κ1, κ2] åñòü çàäàííàÿ êîíñòàíòà. Äèôôåðåíöèðîâàíèå (5) äàåò[
κ 〈Ξ?|ρ̃|Ξ〉 −

(
ν +

2πQ
a

)2
−
(
µ+

2πP
b

)2]
dC =

= 2
(
ν +

2πQ
a

)
Cdµ+ 2

(
µ+

2πP
b

)
Cdν − κ

〈
Ξ?
∣∣∣∂ρ̃
∂τ

∣∣∣Ξ〉Cdτ. (6)

Ïðè âûâîäå (6) ìû ó÷ëè, ÷òî ìàòðèöû 〈Ξ?|ρ|Ξ〉 è
〈
Ξ?|∂ρ/∂τ |Ξ

〉
íå çàâèñÿò îò µ è ν.

Òàê êàê îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (6) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè (µ, ν, κ, τ) èìååò
òàêîé æå âèä, êàê (5), ò.å.(

κ 〈Ξ?|ρ̃(τ)|Ξ〉 −
(
ν + 2πQ/a

)2 − (µ+ 2πP/b
)2)

dC = 0, (7)

è â ñîîòâåòñòâèè ñ (5) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå C(µ, ν, κ, τ), òî íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (6) â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ôðåäãîëüìà ñîñòîèò
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â òîì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü äîëæíà áûòü îðòîãîíàëüíà âñåì íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèÿì
óðàâíåíèÿ (5),

κCT
〈

Ξ?
∣∣∣∂ρ̃
∂τ

∣∣∣Ξ〉C = 2CT
(
µ+

2πQ
a

)
C
dµ

dτ
+ 2CT

(
ν +

2πP
b

)
C
dν

dτ
, (8)

îòêóäà ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ (µ, ν, τ):

2CT
(
µ+

2πQ
a

)
Cdµ+ 2CT

(
ν +

2πP
b

)
Cdν = κCT

〈
Ξ?
∣∣∣∂ρ̃
∂τ

∣∣∣Ξ〉Cdτ. (9)

Èç óïîìÿíóòîé ðàíåå òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñëåäóåò, ÷òî ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèé Cond. a,b,c äëÿ âñåõ τ ∈ [τ0, τ1] äðóãèõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé,
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñ âåêòîðîì C, óðàâíåíèå (7) íå èìååò. Òîãäà (9) áóäåò
íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè (6).

Óðàâíåíèå (9) îòíîñèòñÿ ê êëàññó óðàâíåíèé Ïôàôôà. Òàê êàê ïî
íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F (µ, ν, κ, τ) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî
óñëîâèå Cond. c, âûïîëíåíî òàêæå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîëíîé
èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ Ïôàôôà. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (9) îïðåäåëÿåò â
ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè (µ, ν, τ) ïîâåðõíîñòü, êîòîðóþ åñòåñòâåííî íàçâàòü
ýâîëþöèîííîé ïîâåðõíîñòüþ äàííîé 2D ñòðóêòóðû. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè τ ìû
ïîëó÷àåò ñå÷åíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ, ýòî ñå÷åíèå îïðåäåëÿåò â òî÷êàõ
îáùåãî ïîëîæåíèÿ ãëàäêóþ êðèâóþ L(τ), êàæäàÿ òî÷êà íà êîòîðîé çàäàåò íåêîòîðîå
âîçìîæíîå çíà÷åíèå âîëíîâîãî âåêòîðà.

3. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ãîìîòîïèè äëÿ âåêòîðà

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Òåïåðü ñîñòàâèì óðàâíåíèå äëÿ ðàñ÷åòà C(τ). Ïðè
âûïîëíåíèè óðàâíåíèÿ (9) óðàâíåíèå (6) â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ôðåäãîëüìà
ðàçðåøèìî, è åãî îáùåå ðåøåíèå åñòü ñóììà íåêîòîðîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ C′ è
îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå èìååò âèä ξC, ξ ëþáîå ÷èñëî.
Âåêòîð C′ åñòü ÷àñòíîå ðåøåíèå ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû
(6) îòíîñèòåëüíî ∂C/∂τ . Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7) è (9), ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû (6)
ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû è îí íà åäèíèöó ìåíüøå ðàçìåðíîñòè âåêòîðà C.
Çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(

κ 〈Ξ?|ρ̃(τ)|Ξ〉 −
(
ν + 2πQ/a

)2 − (µ+ 2πP/b
)2)

X = F (10)

â âèäåX = AF+ξC, ãäå AF åñòü íåêîòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ,
ξC îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Çàäà÷à äëÿ C ïîëó÷àåòñÿ èç (6). Âûáåðåì
ðåøåíèå (10) â âèäå X = AF, è ïîëó÷èì äëÿ C óðàâíåíèå Ïôàôôà

dC = 2A
(
ν +

2πQ
a

)
Cdµ+ 2A

(
µ+

2πP
b

)
Cdν − κA

〈
Ξ?
∣∣∣∂ρ̃
∂τ

∣∣∣Ξ〉Cdτ, (11)

äëÿ êîòîðîãî òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (ýòî ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèÿ Ãàëåðêèíñêîé ñèñòåìû). Óðàâíåíèÿ (9) è (11) ðåøàþòñÿ ñîâìåñòíî â
íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ τ îò τ0 äî τ1.

4. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ãîìîòîïèè. Ïóñòü ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ãîìîòîïèè
τ = 0 ñðåäà îäíîðîäíà, è ρ̃(x, y, 0) = ρ̃0 = const åñòü êîíñòàíòà, òàê ÷òî íà÷àëüíûå
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óñëîâèÿ ãîìîòîïèè îïðåäåëÿþòñÿ èç ÿâíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè uxx+uyy+κρ̃0u = 0 ñ òåìè æå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè,
÷òî è â (2). Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ãîìîòîïèè ñîñòîÿò â òîì, ÷òî êðèâàÿ
L0 åñòü îêðóæíîñòü µ

2 +ν2 = κρ̃0. íà ïëîñêîñòè (µ, ν). Òîãäà ïîëó÷èì òî÷íîå ðåøåíèå
u0(x, y, µ0, ν0) = ϕ0(x, ν0)ψ0(y, µ0). Ñîîòâåòñòâåííî âåêòîð C0(0), ñîñòîÿùèé èç îäíèõ
íóëåé, êðîìå ïîçèöèè, îòâå÷àþùåé m = 0 è n = 0, ãäå ñòîèò åäèíèöà, äàåò íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ.

5. Ðàçðåøèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ãîìîòîïèè.

Óòâåðæäåíèå î ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9) íà ïðîìåæóòêå
τ ∈ [0; 1], âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ρ = const. ôàçîâàÿ
ïîâåðõíîñòü çàäà÷è åñòü êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå (µ, ν,

√
κ). Äëÿ çàäàííîé ãëàäêîé

ôóíêöèè ρ(x, y) ôàçîâàÿ ïîâåðõíîñòü F (µ, ν, κ) = 0 ìîæåò èìåòü ñêîëü óãîäíî
ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ôèçè÷åñêèì îñîáåííîñòÿì ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëí â ïåðèîäè÷åñêèõ ñðåäàõ, âêëþ÷àÿ çàïðåùåííûå çîíû. Òî æå ñàìîå, ðàçóìååòñÿ,
áóäåò âåðíî è äëÿ ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè çàäà÷è Ãàëåðêèíà (5). Ìîæíî ëèøü
óòâåðæäàòü ëîêàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ
ïàðàìåòðà ãîìîòîïèè. Ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ
ãîìîòîïèè. Íàëîæèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà çàäà÷ó (2).

Cond. d: Ïóñòü ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè κ íàéäåòñÿ îáëàñòü Ω′0 íà ïëîñêîñòè
(µ, ν), âíóòðè êîòîðîé âñå çíà÷åíèÿ (µ, ν), äëÿ êîòîðûõ èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷à (2), ëåæàò íà ñâÿçíîé ãëàäêîé êðèâîé L0, êîòîðóþ â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå
ïðåäñòàâèì â âèäå {µ = µ0(s), ν = ν0(s)}.

Cond. e: Ïóñòü íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè ρ′(x, y),
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè è óñëîâèþ |ρ′(x, y)− ρ(x, y)| < δ âíóòðè
Ω âñå çíà÷åíèÿ (µ, ν), äëÿ êîòîðûõ èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷à (4), ëåæàò
íà ñâÿçíîé ãëàäêîé êðèâîé L(τ), êîòîðóþ â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ïðåäñòàâèì â
âèäå {µ = µ(s, τ), ν = ν(s, τ)}. Òîãäà â îáëàñòè Ω â ïðîñòðàíñòâå (µ, ν, τ), ñå÷åíèå
êîòîðîé ïëîñêîñòüþ τ = τ ′ äëÿ τ ′ ∈ [τ0, τ1] ñîâïàäàåò ñ Ω′(τ), îïðåäåëåíà ïîâåðõíîñòü
S = {µ, ν, τ} : µ = µ(s, τ), ν = ν(s, τ), τ ∈ [τ0, τ1]}, ñîäåðæàùàÿ âñå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ
çàäà÷à (4) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ýòà ïîâåðõíîñòü S áûëà
ãëàäêîé è ÷òîáû íîðìàëü ê íåé âî âñåõ òî÷êàõ S ñîñòàâëÿëà íåíóëåâîé óãîë ñ îñüþ τ .

Ïóñòü ε > 0. Òîãäà èç òåîðåì î ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà [4] ñëåäóåò, ÷òî
íàéäóòñÿ òàêèå (M ′, N ′), ÷òî ïðè M > M ′ è N > N ′ âíóòðè Ω äëÿ ëþáîé òî÷êè
(µ, ν, τ) ∈ Ω íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå κ′: |κ′ − κ| < ε. Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå
ìåæäó äèñïåðñèîííîé ïîâåðõíîñòüþ Σ è ïîâåðõíîñòüþ Σ(M,N) , íàéäåííîé ìåòîäîì
Ãàëåðêèíà, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè (M,N) → ∞. Ýòî è îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü
îäíîâðåìåííî ìåòîäà Ãàëåðêèíà è ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì ãîìîòîïèè.
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В связи с активным изучением новых полупроводниковых структур на основе 

графена вызывает интерес исследование в них нелинейных оптических явлений [1-5]. 

Их актуальность связана с возможностью использования графеновых структур в 

качестве рабочей среды для генерации уединенных электромагнитных импульсов 

(УЭИ), имеющих прикладной интерес [6,7]. В работе [2] изучена возможность 

генерации УЭИ в одномерных сверхрешетках (CР) на основе графена (ГСР). В 

последнее время внимание исследователей сосредотачивается на изучении 2D ГСР [5,8-

11]. В этой связи представляется актуальным исследование особенностей эволюции 

УЭИ в 2D ГСР. 

Энергетический спектр носителей заряда в 2D ГСР на подложке из периодически 

чередующихся областей бесщелевого и щелевого графена в одноминизонном 

приближении имеет вид [9] 

   )/cos(1)/cos(1)(
2

2
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2

0



dpdpp

уx
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где px, py  компоненты квазиимпульса электрона, di = ai + bi  период ГСР, ai и bi  

ширины ячеек бесщелевого и щелевого графена. Разные знаки относятся к минизоне 

проводимости и валентной минизоне. Энергетический спектр ГСР неаддитивен, 

поэтому существует зависимость движения носителей заряда вдоль ортогональных 

направлений, и непараболичен, что определяет нелинейную зависимость скорости 

электрона от квазиимпульса и нелинейные свойства таких структур, проявляющиеся 

уже в сравнительно слабых полях. Эта нелинейность и приводит к возможности 

распространения в такого рода структурах УЭИ [13]. 

Эволюция нелинейных УЭИ может быть описана уравнением д’Аламбера для 

векторного потенциала при учете столкновений 
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  векторный потенциал поля, V = c
-1/2

  скорость электромагнитной волны в

отсутствии электронов,   эффективная диэлектрическая проницаемость. Плотность 

электрического тока определяется в виде 
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 является нелинейным функционалом 

возмущения плотности тока )A,A(
yx0

j


при учете столкновений. Для нахождения 

функции распределения носителей использовано классическое уравнение Больцмана с 

модельным интегралом столкновений в приближении постоянной частоты релаксации  
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Из-за существенной непараболичности спектра электронов в ГСР ток 

проводимости есть в общем случае нелинейная функция поля и уравнение (2) является 

нелинейным. Из-за неаддитивности энергетического спектра ортогональные 

составляющие векторного потенциала оказываются взаимосвязанными, что 

существенно сказывается на эволюции УЭИ в ГСР. Нелинейное волновое уравнение (2) 

в общем случае решается численно с применением метода разностных схем. 

В случае, когда характерная плазменная частота много больше частоты 

релаксации  в рамках адиабатической теории возмущения найдена система уравнений, 

описывающая медленную эволюцию амплитуды и фазы УЭИ. Эта система позволяет 

оценить характерное время трансформации УЭИ в линейную электромагнитную волну 

[14]. 

В бесстолкновительном режиме получена система уравнений для компонент 

безразмерного векторного потенциала соответствует слабой неаддитивности 

энергетического спектра 
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/2 BB , Bij  коэффициенты разложения плотности тока в 

двойной ряд Фурье, N  поверхностная концентрация электронов проводимости, а  

толщина слоя графена. 

Система уравнений (5) решалась численно при помощи прямой разностной схемы 

типа «крест». На рис. 1 представлены результаты моделирования эволюции УЭИ с 

гауссовым профилем в 2D ГСР. Подобное решение в одномерном случае называется 

бризером, а в двумерном – пульсоном. 

Рис. 1. Эволюция предельно короткого импульса с гауссовым профилем 

Если  = 0, то связь между ортогональными компонентами пропадает и уравнения 

(5) представляют собой хорошо известное двумерное синус-уравнение Гордона.

Учитывая симметрию уравнений (5) и задавая симметричные начальные условия 

получается уравнение, описывающее распространение УЭИ под углом 45 к осям ГСР 
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где 2/~~
xl  . Уравнение (6) является двойным синус-уравнением Гордона, кинковое 

решение которого хорошо известно [15, 16]. При учете столкновений правая часть 

уравнения (6) )(ˆ
0 R  модифицируется и вместо нее появляется нелинейный

функционал от векторного потенциала, выражающийся через диссипативным ток: 
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где  / , 2/  . Если функционал достаточно мал, то задачу можно 

решить с помощью адиабатической теории возмущения. Характерное время эволюции 

волны из существенно нелинейной в слабонелинейную прямо пропорционально 

зависит от времени релаксации, квадрата отношения штарковской и обобщенной 

плазменной частот и нелинейной функции параметра , дальше требуются более общие 

методы теории возмущений. Для увеличения времени жизни солитона необходимо 

осуществить подпитку энергии с помощью внешнего электрического поля или тока. 

Выводы из проделанной работы. 

1. Получено уравнение описывающее распространение электромагнитных волн в

2D ГСР в бесстолкновительном приближении и при учете столкновений. 

2. Из-за неаддитивности энергетического спектра ортогональные составляющие

векторного потенциала оказываются взаимосвязанными, что существенно сказывается 

на эволюции УЭИ в 2D ГСР. 

3. На основе адиабатической теории возмущения получена система уравнений,

описывающая эволюцию амплитуды и фазы УЭИ. 
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Повышение точности метода FDTD при моделировании 

распространения излучения через слоистые среды 

Ж.О. Домбровская 
Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего образования 

“Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова”, физический факультет, Москва, 

Россия  

Многие реальные задачи рассматривается в нестационарной постановке. 

Наиболее популярным численным методом решения таких задач является метод 

конечных разностей во временной области (FDTD). Однако при моделировании им 

сред с границами раздела происходит катастрофическое падение точности расчета. 

Этот факт многократно описывался в литературе, например, [1]. Несмотря на то, что 

методу FDTD посвящено уже более 2000 публикаций, принципиальные недостатки 

метода фактически не устранены. 

В литературе предлагались различные подходы, позволяющие обеспечить второй 

порядок аппроксимации схемы Йе при расчете задач с диэлектрическими границами 

раздела. Например, нередко границу раздела размывают, заменяя разрывные 

материальные параметры некоторыми непрерывными (сглаженными) зависимостями 

[2, 3]. Однако это приводит к существенному уменьшению отражения, то есть искажает 

расчетные спектральные свойства структуры [4]. 

В работе [5] второй порядок точности достигался с помощью переноса узла 

вблизи границы раздела. Однако при большой величине скачка диэлектрической 

проницаемости такая процедура является ненадежной. Шаг, примыкающий к границе 

раздела, становится настолько мелким, что аккуратное вычисление разностных 

производных требует повышенной разрядности. Кроме того, вблизи границы раздела 

требовалось вводить эффективное значение проницаемости, то есть изменять исходную 

задачу. Это может приводить к физическим артефактам в спектральных свойствах. 

В данной работе дано строгое математическое объяснение проблеме понижения 

точности. Показано, что вблизи границы раздела немагнитных сред с различными 

диэлектрическими проницаемостями порядок точности схемы Йе ухудшается до 

первого. Причиной этого являются нефизичные осцилляции численного решения, 

вызванные немонотонностью схемы. Проведены вычисления с использованием метода 

Ричардсона-Калиткина [6], демонстрирующие существенное уменьшение 

немонотонности разностной схемы. Применение данного метода моделированию 

слоистых сред описано в работах [7, 8]. 

Пусть на плоскопараллельную пластину «воздух−кремний−воздух» нормально 

падает плоская электромагнитная волна, имеющая гауссов профиль импульса, 

нормированный на единицу (см. рис. 1, пунктирная линия). Рассмотрим ситуацию, 

когда электромагнитный импульс достиг пластинки, то есть распространяется в 

слоистой среде. Для наглядности границы раздела «воздух−Si» и «Si−воздух» 

изображены зелеными штриховыми линиями. Импульс уже вышел из пластинки 

(сплошные линии), причем отраженная волна успела уйти влево за пределы расчетной 

области. Видно, что на нескольких первых сетках вблизи границы раздела решение 

начинает сильно осциллировать, что свидетельствует о немонотонности разностной 

схемы. На достаточно подробных сетках немонотонность также имеет место, но 

амплитуда осцилляций значительно уменьшается. 

На рис. 2 приведены нормы С погрешностей решения R  для этого расчета в 

зависимости от числа шагов N в двойном логарифмическом масштабе. Регулярные 

участки кривых асимптотически выходят на прямые с углом наклона p− . Фактический 
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порядок точности p указан около каждой из линий. При отсутствии рекуррентных 

уточнений (красная кривая) он равен 1. Видно, что применение метода сгущения сеток 

повышает точность вычислений (оранжевая, желтая и зеленая кривые). 

Рис. 1. Численное решение для поля E в задаче о 

прохождении волны через пластину из 

кристаллического кремния (на исходной сетке и с 

учетом уточнений). У кривых указан шаг по 

пространству. 

Рис. 2. Погрешности в задаче о прохождении 

волны через пластину из кристаллического Si с 

учетом уточнений. Цифры около линий – 

фактический порядок точности. Цвета 

соответствуют легенде рис. 1 

Видно, что при проведении рекуррентных уточнений, эффективные порядки 

точности стремятся к фактическому значению, которое не совпадает с теоретическим. 

При этом с каждым уточнением значение p повышается лишь на единицу. В данном 

расчете не был достигнут фон ошибок округления, при необходимости порядок 

точности и саму точность вычислений можно еще повысить. Однако уже 4p =  вполне 

достаточно, чтобы проводить высокоточные расчеты. 

Таким образом, установлено, что катастрофическое снижение точности схемы Йе 

при расчетах неоднородных диэлектрических сред возникает из-за ее немонотонности. 

При этом фактический порядок точности схемы снижается до первого. Показано, что 

метод сгущения сеток позволяет улучшить точность на много порядков и многократно 

повысить порядок точности. Поэтому экстрополяционное уточнение по формулам 

Ричардсона оказывается одним из способов построения «почти монотонных» схем. 

Статья подготовлена при финансовой поддержке РФФИ (проект 19-01-00593). 
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      В настоящее время большой теоретический и практический интерес 

вызывает применение метаматериалов - искусственно структурированных 

композитных материалов, сильно взаимодействующих с электромагнитными 

волнами [1].. В частности, большой интерес представляет исследования 

электродинамических систем на основе фотонных кристаллов.  

Фотонный кристалл – это материал, структура которого характеризуется 

периодическим изменением коэффициента преломления. Рассматриваются 

одномерные, двумерные и трехмерные фотонные кристаллы. При 

прохождении электромагнитной волны через одномерный фотонный кристалл 

возникают многократные переотражения от границ слоев. Интерференция 

переотраженных волн приводит к появлению «фотонных запрещенных зон» 

(photonic band gap, PBG) в спектрах отражения и прохождения. Такие 

свойства делают фотонно-кристаллические структуры весьма интересными 

своими приложениями. 

    При исследовании свойств фотонно-кристаллических структур и 

приборов и устройств на их основе весьма широко применяются методы 

математического моделирования [1]. В частности, используются методы 

конечных разностей и конечных элементов, а также матричные методы  

        Наиболее широко применяемым методом для решения таких задач является 

метод FDTD – метод конечных разностей во временной области. Хотя в 

настоящее время алгоритм Йе широко используется в электродинамике [2]. Его 

применение при расчете одномерных фотонных кристаллов связано со 

значительными сложностями [3]. 

       В данной работе на основе стационарных матричных методов [4] и 

преобразования Фурье построен сверхбыстрый нестационарный матричный метод 

для расчета распространения излучения через одномерный фотонный кристалл. 

Основная идея предлагаемого  метода заключается в следующем. 

Поскольку рассматривается линейная задача расчета одномерного фотонного 

кристалла, то для неё справедлив принцип суперпозиции. Представим падающий 

импульс в виде суперпозиции плоских монохроматических волн, применяя 

численное преобразование Фурье и вычисляя интегралы с помощью формулы 

трапеции.  Для каждой из плоских монохроматических волн решим стационарную 

задачу о падении такой волны на фотонный кристалл, применяя стандартный 

стационарный матричный метод, использующий  метод матриц Берремана [4], 

найдем амплитудные коэффициенты отражения и прохождения. Затем, выполняя 

численно обратное преобразование Фурье, также применяя формулу трапеций, 

найдем временные развертки прошедшего и отраженного полей: 

Предлагаемый метод имеет существенные преимущества по сравнению с 

методами типа FDTD.  

Во-первых, он применим не только для нормального, но и для наклонного 

падения волны на поверхность фотонного кристалла (поскольку такая 
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возможность есть в известных стационарных матричных методах). Для методов 

типа FDTD задача о наклонном падении на поверхность даже одномерного 

фотонного кристалла является двумерной, то есть имеет достаточно высокую 

вычислительную трудоемкость. 

Во-вторых, по построению, метод Фурье-преобразования позволяет 

учитывать произвольный закон дисперсии материальных параметров (в том 

числе, заданный таблично). 

В-третьих, если временная развертка падающей волны является 

локализованной, то квадратурные формулы, реализующие преобразование Фурье, 

сходятся не степенным, а экспоненциальным образом [5].  Поэтому 

предложенный метод является сверхбыстрым. 

Для контроля фактической точности квадратур использовался метод 

сгущающихся сеток и апостериорные оценки, предложенные в [6]. 

Предлагаемый в работе алгоритм был реализован в виде рабочей 

программы. Правильность ее работы проверялась двумя способами. 

Для проверки блока решения стационарной задачи проводились расчеты 

спектра отражения от фотонного кристалла. Пусть плоская монохроматическая 

волна наклонно падает из воздуха на структуру, включающую 7 бислоев SiO2 и 

Ta2O5 толщиной 160 нм и 112 нм соответственно [7]. Поверх последнего слоя 

Ta2O5 располагается покрытие SiO2 толщиной 260 нм. Угол наклона равен 45 

градусов. 

Для верификации метода решения нестационарной задачи проводились 

расчеты тестовой задачи с известным точным решением. Рассматривалось 

наклонное падение заданного импульса на границу раздела однородных 

недиспергирующих диэлектриков. Погрешность расчета определялась 

непосредственно как разность численного и точного решений. Полученные 

погрешности   в зависимости от числа узлов сеток по времени и по частоте 

приведены на рис.1. Масштаб графика полулогарифмический. Видно, что 

скорость сходимости намного превышает степенную. 

Рис. 1. Относительная погрешность решения нестационарной задачи в 

зависимости от числа шагов сетки 

Проведенные расчеты являются достаточно убедительной верификацией 

построенных методов и наглядно иллюстрируют их преимущества по сравнению 

с известными подходами. 
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С использованием предлагаемого метода рассмотрена задача о прохождении 

излучения через рассмотренный ранее ФК в нестационарной постановке. Пусть из 

SiO2 на ФК наклонно падает гауссов импульс с центральной длиной волны 800 нм 

и полушириной на половине высоты 30 нм. Угол падения равен 45 градусов. 

 На границе раздела "SiO2-воздух" возникает полное внутреннее отражение. 

В фотонном кристалле формируется связанное состояние: блоховская 

поверхностная волна. Эта волна распространяется вдоль поверхности фотонного 

кристалла, теряя энергию за счет излучения. Поэтому ее время жизни, то есть 

время, за которое интенсивность свечения уменьшается в е раз, оказывается 

конечным. Время жизни обнаруженной волны найдено с помощью численного 

расчёта кросс-корреляционной функции для отражённого импульса и равно 

832  фc. Результаты находятся в хорошем согласии с оценкой по добротности 

резонанса в спектре отражения через полуширину провала в спектре ФК 

соответствующему возбуждению поверхностной волны.

  Работа  подготовлена при  поддержке  РФФИ (проект 19-01-00593А). 
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При проведении измерений рассеивающий свойств объектов на открытых 

полигонах влияние погодных условий приводит к заметному увеличению ошибки 

измерений. В таких случаях эффективным средством проведения измерений является 

компактный радиоизмерительный полигон. Одним из главных преимуществ является 

полная независимость от внешних воздействий и погодных факторов, так как все 

измерения проходят в закрытом помещении - безэховой камере. 

Безэховая камера (БЭК) представляет собой помещение, стены которого не 

отражают радиоволны. Для этого их покрывают специальным материалом (РПМ), 

поглощающим волны в широком диапазоне углов падения электромагнитных волн на 

поверхность стенок. Целью создания БЭК является формирование рабочей зоны - 

объёма, в котором объект будет позиционироваться как в свободном пространстве. В 

рабочей зоне безэховой камеры формируется электромагнитное поле квазиплоской 

волны. Данный подход позволяет измерять характеристики рассеяния исследуемых 

объектов с высокой степенью точности внутри помещения БЭК. 

Низкочастотные полигоны представляют собой рупорную безэховую камеру 

(РБЭК): металлическую конструкцию, состоящую из волновода переменного сечения с 

открытым излучающим концом и примыкающей части постоянного сечения, где 

формируется рабочая зона. Длина конической части исследуемой конической камеры 

составляет 15м, а длина цилиндрического продолжения - 10 м, радиус основания 

конуса - 5.4 м. 

Рис. 1. Модель конической рупорной безэховой камеры. 

Расчеты производятся на рабочей частоте камеры - 300 МГц. В разных частях 

БЭК используется различный РПМ из-за разных углов падения и необходимой степени 

поглощения. В расширяющейся части рупорной камеры обычно используется 

клиновидный материал, который в данной работе моделируется плоским 

диэлектрическим слоем. 

При моделировании радиопоглощающего материала в цилиндрической части 

камеры необходимо учесть, что присутствуют лучи, падающие почти по нормали к 

поверхности, поэтому здесь РПМ моделируется слоем диэлектрика с конечным 

комплексным импедансом.  
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Для сложных электродинамических структур при решении такого рода задач 

применяется численное решение уравнений Максвелла проекционными методами, в 

частности, методом интегральных уравнений. Расчеты выполняются с помощью 

вычислительного пакета FEKO. Для расчетов модели с реальными размерами и на 

реальных частотах требуются большие вычислительные мощности, поэтому 

вычисления выполнялись на кластере ИТПЭ РАН. 

Прежде всего анализируется решение для идеально проводящей конической 

камеры исходного размера и при расположении источника на расстоянии 3м от устья 

камеры. Однако распределение поля далеко от предполагаемого “столообразного”, а 

область рабочей зоны составляет 2×2м. Чтобы уменьшить отраженное излучение, 

направленное перпендикулярно оси конуса, стенки конической камеры покрывают 

радиопоглощающим материалом. Распределения поля в такой конфигурации 

кардинально поменяется в E и H плоскостях. Форма графиков становится ближе к 

столообразной, а область рабочей зоны по амплитуде увеличивается и теперь 

составляет примерно 4×3м. Однако, учитывая требования к приемлемой 

неравномерности по фазе в π/8, рабочая зона все еще составляет 2м×2м. Для 

сглаживания неравномерности распределения фазы исследуется влияние на 

формирование поля в рабочей зоне расположения источника излучения начиная от 

исходного значения 3м до 5м с шагом λ/2. 

При выдвижении источника излучения на расстояние больше длины волны 

сначала наблюдается уменьшение значения фазовой характеристики в центре рабочей 

зоны, а потом формируется четкая дифракционная картина с несколькими 

максимумами и минимумами. Следовательно, дальнейшее движение источника по 

направлению от устья камеры не имеет смысла. С помощью такого анализа 

сокращается промежуток значений удаления источника излучения от вершины конуса, 

при котором распределение поля будет иметь наилучшие амплитудно-фазовые 

характеристики. 

Рис. 2. Распределение амплитуды и фазы в Е и Н плоскостях при выдвижении источника 
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Исходя из полученных характеристик полей в рабочей зоне камеры можно 

рассчитать оптимальное расположение диполя на оси камеры конического типа. В 

данной работе рассматривается одномерная оптимизация. Оптимальным будем считать 

положение источника, при котором максимальна сумма квадратов линейных размеров 

рабочей зоны в двух плоскостях и для фазового амплитудного распределения. В силу 

того, что вычисления электромагнитного поля внутри конической рупорной камеры 

требуют больших вычислительных ресурсов, необходимо использовать метод 

оптимизации с заранее известным конечным числом итераций. Одним из таких методов 

решения однопараметрических задач является метод Фибоначчи. Он теоретически 

обладает наилучшей среди методов исключения отрезков стратегией и применяется для 

численного поиска безусловного экстремума: требуется найти точку максимума r₀ для 

целевой функции Φ(r₀) на интервале [a;b]: 

2 2 2 2

0(r ) | | | | | | | |E H E H

Amp Amp Phase PhaseФ d d d d= + + + . (1) 

Для уменьшения интервала неопределенности необходимо произвести анализ 

функции как минимум в двух точках для первой итерации и в одной для следующих, то 

есть k + 1 вычисление целевой функции.  

Рис. 3. Вычисление интервала максимума целевой функции. 

В результате вычислений за k=7 итераций интервал сузился от [1.65; 1.8]м до 

[1.713; 1.722]м. Погрешность метода определяется как ε=0.004м. При таком 

расположении источника величина рабочей зоны - 4,28×1,56м по амплитуде и 

1,64×1,98м по фазе. 
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В настоящее время весьма актуальными являются задачи скалярной и 
электромагнитной дифракции на сложных структурах при наличии ребер и конических 
точек на их границах. В частности, результат их решения может быть использован при 
решении различных задач аэродинамики и теории дифракции, например, задач о 
прохождении луча в маскирующей оболочке [1]. Известно, что наличие ребер, кромок и 
конических точек приводит к появлениям сингулярностей у поля в их окрестностях 
[2,3], что существенно усложняет применение численных методов для исследования 
подобных задач. Одним из весьма эффективных способов преодоления этих проблем 
является выделение особенности решения в явном виде, то есть построение 
асимптотического представления решения в окрестности особой точки границы. При 
этом существенно используются по асимптотике решения эллиптических краевых 
задач, представленные в работах В.А. Кондратьева [4], а также С.А. Назарова и 
Б.А. Пламеневского [3].  

Рассматривается трехмерная задача дифракции электромагнитной волны на 
ограниченном идеально проводящем теле, имеющем коническую точку (рисунок 1): 

Рис. 1. Коническая поверхность. 

(1) 

. 
Граничные условия имеют вид: 

(2) 
где  – вектор нормали к конической поверхности. 

Условие Мейкснера на вершине конуса: 
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Используется представление: 

где  и  – электрический и магнитный потенциалы Дебая, для которых получаем 
следующие задачи [5], оставив в левой части оператор Лапласа, а правую часть 
обозначив как функции : 

(3) 

(4) 

С помощью метода, впервые предложенного Кондратьевым [4], строится 
асимптотическое разложение решения трехмерной задачи дифракции 
электромагнитной волны на ограниченном теле, содержащем коническую точку. Для 
задачи (3) оно будет иметь следующий вид: 

(5) 

где  – решения уравнений ,  и – постоянные,  – 
гладкая часть функции , – срезающая функция:

Для задачи (4) будем иметь совершенно аналогичное представление. Только  будут 

решениями уравнений . 

Разрешимость задач для нахождения показаны на основе подхода, 
изложенного в [6]. 
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В настоящее время актуальным является синергетическое моделирование 
различных био-физических процессов, в том числе включающих этапы формирования 
природоподобных самоорганизующихся наноструктур дендритной геометрии [1-2].  

Некоторые примеры фрактальных дендритных структур показаны на рис. 1. 
Приведенные примеры иллюстрируют широкое распространение элементов 
дендритной формы. 

Рис. 1. Примеры дендритных структур: (a) – дендритные образования на листе; (б) – минеральные 
дендриты; (в) – дендритная форма расположения кровеносных сосудов в сетчатке человеческого глаза; 
фрактальная размерность артериальной системы 05,063.1 D  (сплошная линия) и венозной системы 

07,071.1 D  (пунктир). 

Несмотря на большое количество работ [1, 3-5], выполненных в указанном 
направлении, недостаточно изученными оказались динамические особенности 
формирования дендритных структур со стохастически образующимися центрами роста, 
в том числе их предельные фрактальные характеристики. 

Цель данной работы состоит в анализе возможностей разработанных моделей 
формирования дендритных образований для описания качественных структурных 
изменений в процессах их самоорганизации на первых этапах объединения частиц. 

В работе предлагается новый метод моделирования двумерных дендритов со 
стохастически образующимися центрами роста в процессе их самоорганизации. 
Разработанный комплекс новых оригинальных программ позволяет проводить 
обобщенный анализ геометрии дендритов и их фрактальных особенностей.  

Для дендритных образований количественная оценка их самоподобных свойств 
проводилась на основе определения фрактальной размерности D [5-6]. Достоверность 
определения фрактальных размерностей массовым и клеточным способом проверялась 
на простых тестовых объектах. Тестовые объекты обычно представляли собой круг с 
равномерным распределением частиц и круг с неравномерным заполнением частицами. 
В случае равномерного пространственного распределения частиц по кругу, клеточная и 
массовая размерность структурных образований 2 DDb  при числе частиц 

N 106. Эти оценки фрактальных размерностей служат ориентиром в случае модели 
ассоциации частиц “баллистическая агрегация – кластер (БА)” [1, 6]. Неравномерное 
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распределение частиц допускает получение различных вариантов значений 
фрактальных размерностей при изменении рыхлости сформированного круга: 

2, DDb . Для примера на рис. 2, а представлен тестовый объект с заданной массовой 

фрактальной размерностью 71,1D . Такое численное значение фрактальной 
размерности является предельным для классической модели ассоциации частиц 
“диффузия, ограниченная агрегацией (ДОА)” [1, 7]. 

Рис. 2. Пример (a) –тестового объекта и (б) – расчетная сетка с частицами. 

Недостатком, ограничивающим возможные применения известных подходов 
ДОА, БА и их модификаций [3], является невозможность моделирования 
стохастического автономного образования центров роста фракталов. Предлагаемый 
нами новый метод построения дендритных кластеров произвольной симметрии (рис. 3) 
со спонтанно образующимися центрами роста основан на комплексном использовании 
свойств классических агрегационных моделей ДОА и БА с учетом взаимодействия 
между составляющими дендрит частицами и одновременном движении нескольких 
частиц. Схема расчета включала также задание количественного критерия образования 
центров роста кластера.  

На первом этапе нового алгоритма задается случайное движение частиц, 
составляющих дендритное образование. При задании их движения используются 
модели ДОА и БА [6] при расположении частиц внутри радиуса рождения. 

На втором этапе для корректного учета взаимодействия частиц осуществляется 
сеточное представление данных с разбиением моделируемой области на сектора, в 
которых хранится информация о присутствующих в них частицах (рис. 2, б). 
Одновременно вводится эффективный радиус взаимодействия частиц, при превышении 
которого этим взаимодействием можно было пренебречь.  

На рис. 3 приведены некоторые результаты использования разработанных 
моделей для получения различных 2D дендритных образований со стохастическим 
образованием их центров роста. Для модели “первичного бульона” (рис. 3, а) в 
начальный момент времени в каждой клетке сетки с некоторой вероятностью bP

рождаются bN  частиц. В дальнейшем при взаимодействии они могут образовать 

дендритоподобные кластеры, которые растут, используя только первоначальный 
материал. На рис. 3, б показан вариант модели, близкой к классическим вариантам 
центрально-симметричных дендритных образований [3-4, 6-7]. Рождение частиц 
происходит только на окружности рождения частиц. С целью оптимизации работы 
алгоритма рассматривается отказ от расчёта случайного угла рождения [6] – вместо 
этого при построении сетки вычисляется множество клеток, пересекающихся с 
окружностью рождения. Такие клетки считаются периферийными и способными 
порождать новые частицы. На каждой итерации модели в каждой периферийной 
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клетке, если в ней нет неподвижных частиц, с заданной вероятностью рождается новая 
частица. Если частица выходит за границы моделируемой области, она исключается из 
процесса моделирования. Для быстроты работы алгоритма моделирование начинается с 
сетки небольшого размера. В момент, когда все периферийные клетки содержат хотя 
бы одну неподвижную частицу, размер сетки увеличивается и происходит перерасчёт 
множества периферийных клеток. 

Рис. 3. Примеры моделирования дендритных структур: (а) – модель “первичного бульона”, (б) – 
модификация модели диффузии, ограниченной агрегацией. 

В программной реализации допускается возможность перехода к классическим 
моделям ДОА и БА [1, 3-7]. Результаты моделирования формирования двумерных 
фрактальных дендритных структур разными способами показали, что предельное 
значение фрактальной размерности кластеров принимает значение близкое к 71,1D . 
Таким образом, выполненная работа позволила вскрыть особенности динамики 
изменения фрактальной размерности отдельных кластеров с разной симметрией в 
зависимости от числа составляющих их частиц. 

Описанная модель формирования дендритных образований позволяет создавать 
их с разной геометрией и разной степенью разреженности (рис. 3). Кроме того, 
разработанная модель даёт новые возможности управления ростом дендритов со 
стохастическими центрами роста, что может использоваться в качестве имитации 
морфогенеза некоторых биологических объектов. 
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Рассматривается задача для бесконечного волновода постоянного сечения без 

заполнения с потерями в стенках, описываемыми граничными условиями Щукина-

Леонтовича с переменным импедансом по границе сечения. С помощью метода 

конечных элементов находятся собственные моды и строятся дисперсионные 

характеристики рассматриваемого волновода. 

Волноводы являются важной составляющей множества электронных устройств с 

широкой областью применения, среди которых можно выделить генераторы СВЧ [1], 

антенны [2], резонаторы [3]. Свойства волновода – его дисперсионные характеристики, 

уровни потерь зависит от множества параметров – формы продольного и поперечного 

сечения, наличие вставок, заполнения и свойств материала, из которого волновод 

сделан. Такое большое количество параметров, определяющих свойства волновода 

требует разработки различных математических моделей, которые могут описать 

поведение электромагнитных полей в рассматриваемой волноведущей структуре. 

Предлагаемый в данной работе метод на основе метода конечных элементов позволяет 

рассчитывать широкий класс задач для волноводов с различной геометрией и с 

неоднородным импедансом. 

Пусть бесконечный волновод имеет постоянное сечение D и ориентирован вдоль 

оси z. Электромагнитное поле в нем описывается системой уравнений Максвелла: 

rot ,

rot ,

ik

ik



 

E H

H E
(1) 

( , )x y D , ( , )z   . На границе сечения D  ставятся граничные условия Щукина-

Леонтовича [4]: 

[ , ] [ ,[ , ]]W n E n n H (2) 

где n – внешняя нормаль к границе D , ( , )W W x y , ( , )x y D  – переменный 

импеданс. 

При данном выборе геометрии решение (1) может быть записано с помощью 

функций Боргниса [5] электрического u  и магнитного типов v , удовлетворяющих 

уравнениям Гельмгольца. Будем искать решение в виде бегущей волны: 

( , , ) ( , ) i zu x y z u x y e  , ( , , ) ( , ) i zv x y z v x y e  , (3) 

тогда в сечении D получим спектральную задачу относительно параметра γ.

2 2u k u u   , 2 2v k v v   . (4) 

Граничные условия (2) для функций Боргниса примут вид: 
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2 2( )
v u

k u W i ik
n

 


  
    

  
, 2 2( )

u v
W k v i ik

n
 



 
  

 
, (5) 

где n – нормаль, а τ – касательная к границе D . 

В случае идеальных стенок 0W   условие (5) переходит в условие Дирихле для u, 

и Неймана для v, и задачи разделяются на независимые решения электрического и 

магнитного типов. В случае импедансных стенок такого разделения не происходит, и 

моды становятся гибридными. 

Таким образом, задача нахождения собственных мод импедансного волновода 

сводится к отысканию таких значений   и таких нетривиальных u и v, при которых 

выполнено (4), (5).  

Данная задача решается методом конечных элементов, который приводит к 

матричной квадратичной задаче на собственные значения относительно параметра γ. 

2

0 1 2 0A C AC A С    . (6) 

где С – столбец коэффициентов разложения функций Боргниса по базису конечных 

элементов. 

Решение с помощью предложенного метода верифицировалось на задаче для 

бесконечного круглого импедансного волновода, поскольку для этой задачи известно 

аналитическое решение. В табл. 1 представлены значения спектрального параметра γ, 

полученные аналитически и численно с помощью предложенного метода. На рис. 1. 

представлены распределение действительной части электрической функции Боргниса в 

сечении волновода. 

γ, аналитическое γ, численное Мода 

5.7618 + 0.0704i 5.7616 + 0.0704i TE01 (вырожденная 2 раза) 

5.6047 + 0.1310i 5.6044 + 0.1310i TM00 

5.2800 + 0.1367i 5.2789 + 0.1369i TE02 (вырожденная 2 раза) 
Табл. 1. Постоянные распространения круглого волновода низших мод. 

Рис. 1. Мода TE02 круглого импедансного волновода. 

Далее предложенный метод применялся для волноводов более сложного сечения 

– прямоугольные, коаксиальные прямоугольные, L-образные, H-образные и с

неоднородным импедансом на границе. На рис. 2 изображены моды L-образного

волновода с постоянным импедансом на границе и прямоугольного волновода с

импедансной левой и идеальными остальными границами.
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Рис. 2. Низшие моды L-образного волновода (слева) и прямоугольного волновода с левой 

импедансной границей (справа).

Таким образом, предложенный метод позволяет исследовать волноводы самого 

разнообразного сечения с переменным импедансом на границе области. 

Продемонстрировано согласование результатов с аналитическим решением для 

круглого волновода. Могут быть построена дисперсионная характеристика и 

зависимость спектра при изменении распределения и величины импеданса. Этот 

подход открывает широкие возможности для настройки подавления определенных мод 

в волноводе, что позволит использовать их как фильтры. Также полученный набор мод 

импедансного волновода может быть использован для обобщения метода, 

разработанного ранее для построения дисперсионных характеристик идеальных 

волноводов ступенчатого типа [6] на ступенчатые импедансные волноводы.  
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В секцию 14 

Е.Н. Терентьев, Н.Е. Шилин-Терентьев 

Анализ результатов сверхразрешения тени Черной Дыры Powehi 

В работе представляются результаты сверхразрешения изображений Черной Дыры 

(ЧД) Powehi, полученные с Телескопа Горизонта Событий (ТГС). При анализе результатов 

свехразрешения впервые выделен кластер звезд перед набегающей тенью ЧД, две 

обтекающие трубки звездотоков и кластеры звезд за ЧД. 

Изображение с ТГС и обусловленные R&SR изображения 
ТГС [9] состоит из 8 приемных синхронизированных (по атомным часам) антенн в 

(a) (b) 

(c) (d) 

Рис -1: (a) изображение ЧД Powehi обусловленное R&SR изображение с выделенной 

центральной частью – (с) и в R канале (d). 

DI=[ 5000, 2100, 100000 ] 

SR=[ 115, 59, 403 ] 

R:        DI=5000, SR=115 
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трех радиодиапазонах {R, G, B}. Профессор Katerine L. Bouman впервые реализовала 

математическую стыковку [10] данных с 8 телескопов, превратив их в один ТГС с 

большой апертурой (~10000 км) и получила первое изображение ЧД Powehi [1,9]. 

(a) (b) 

Рис -2: (a) – АФ ОRGB в трех радиодиапазонах {R, G, B}, (b) –RОRGB разрешенные АФ 

ОRGB 

В США 5 сентября 2019 г. объявили лауреатов премии Breakthrough Prize [12]. В 

области фундаментальной физики награда в $3 млн досталась большому коллективу 

ученых – 347 человек, которые впервые сфотографировали сверхмассивную Черную 

Дыру. 

В методе R&SR АФ разрешенные АФ RORGB являются более “узкими-тонкими” по 

сравнению с исходными АФ ORGB, величины сверхразрешения SR считаются через 

интегралы от МПФ [2-5].  

Полученные величины сверхразрешений SR соответствуют виртуальному ТГС с 

апертурой от Земли до Луны. 

Модификации методов R&SR АФ [2-8] могут быть реализованы в электронной 

микроскопии, в новых радиолокационных технологиях, в радарах с синтезированной 

апертурной, КТ, МРТ томографии, телескопах и т.п. 

Анализ результатов 

Рис -3: R&SR фрагмент изображения по каналу R 

ORGB RORGB

R:        DI=5000, SR=115 

SR=[ 115, 59, 403 ] 

DI=[ 5000, 2100, 100000 ] 

Loc=[ 627, 513, 375 ] 
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Рис -4. По каналу R наблюдаем движение тени ЧД по стрелке, кластер звезд перед 

тенью ЧД, две обтекающие трубки звездотоков и кластеры звезд за ЧД. 

Обсуждение. Конечно, хотелось бы исследовать движения объектов – кластеров 

звезд, звуздотоков и динамику плевков - Jet Spitting по 4 дням наблюдений ЧД Powehi, это 

и было бы доказательством правильности модели R&SR и верности результатов анализа. 
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Обратная задача математического моделирования формы 

однозеркального параболического коллиматора 

Ф.Б. Хлебников, Д.А. Коняев, А.Н. Боголюбов, Н.Е. Шапкина 

Физический факультет МГУ имени М.В. Ломоносова 

mnfkhl@gmail.com 

Компактные полигоны — это измерительные стенды для исследования дифракции 

плоских электромагнитных волн. Каждый компактный полигон состоит из безэховой 

камеры, в которую помещено измерительное оборудование, пилона, на который крепится 

исследуемый объект, источника излучения и коллиматора, преобразующего сферическую 

волну источника в поле, приближенное по структуре к полю плоской волны хотя бы в 

некоторой заранее заданной области пространства. Такая область называется рабочей 

зоной, и именно в ней проводится физический эксперимент. Наиболее распространённым 

типом коллиматоров на сегодняшний день остаётся однозеркальный параболический 

коллиматор — несимметричное проводящее зеркало, в фокус которого помещают 

источник излучения. Такой коллиматор работает благодаря своим геометрическим 

свойствам. 

Всякий измерительный прибор вносит свою погрешность в результат, и 

коллиматор не является исключением. Дифракционные эффекты на границах зеркала 

могут существенно исказить поле в рабочей зоне и, так как полностью избавиться от них 

невозможно, при проектировании коллиматоров всегда применяют комплекс мер, 

позволяющих снизить их влияние на поле в рабочей зоне. 

Одним из способов подавления краевых эффектов является применение 

коллиматоров со скруглёнными краями. Такие коллиматоры сложны в производстве, 

установки и юстировке, но позволяют добиться более высокой точности по сравнению с 

более традиционными коллиматорами с зазубренными краями. 

В настоящей работе построена математическая модель протяжённого коллиматора 

со скруглёнными краями, решена прямая задача поиска распределения поля в рабочей 

зоне, а также обратная задача синтеза коллиматора со скруглёнными краями. 

Так как для решения обратной задачи необходимо многократно решать прямую 

задачу с различными входными параметрами, отдельное внимание следует уделить 

построению геометрической модели коллиматора. В работе рассматривается модель 

протяженного зеркала в виде цилиндра сложного сечения, состоящего из параболической 

дуги, скруглений специальной формы на основе эллипса и задней стенки. Сечение должно 

обладать непрерывной кривизной, это следует как из физических соображений, так и 

является необходимым условием для применения ряда численных методов, 

использованных в работе. Эти свойства должны сохраняться в как можно более широком 

диапазоне входных параметров. 

Для выполнения этих условий, форма скруглений была скорректирована при 

помощи сглаживающей функции специального вида. Также, чтобы не допустить 

пересечения параболического участка с задней стенкой, последняя была дополнена 
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финитной функцией с нулевыми производными на границе носителя (т.н. функция 

«шапочка»). Благодаря этим мерам, удаётся корректно построить зеркало практически при 

всех возможных комбинациях геометрических параметров, имеющих физический смысл. 

Рис. 1. Модель протяженного параболического коллиматора со скругленными 

краями. 

Задача дифракции во внешней по отношению к зеркалу области состоит из системы 

уравнений Максвелла, условия излучения Зоммерфельда и граничного условия, в нашем 

случае это импедансное граничное условие Щукина-Леонтовича. С учётом геометрии 

задачи, эту систему можно свести к двум системам уравнений Гельмгольца с граничным 

условием третьего рода, которые сводятся к паре интегральных уравнений. Полученные 

интегральные уравнения решаются при помощи метода Крылова-Боголюбова. 

При помощи вышеописанной модели был создан вычислительный комплекс, 

предназначенный для вычисления распределения рассеянного поля в рабочей зоне 

протяженного зеркального коллиматора, после чего была проведена верификация 

результатов модели. 

Сами по себе скруглённые края коллиматора существенно улучшают 

распределение поле в рабочей зоне, но ещё более впечатляющие результаты получаются, 

если использовать специальным образом подобранные параметры скруглений. Чтобы 

определить наилучшие значения параметров скруглений, требуется поставить и решить 

обратную задачу синтеза. 

Введя равномерную сетку в рабочей зоне коллиматора и посчитав среднее значение 

поля в узлах сетки, мы можем рассматривать среднее квадратичное отклонение поля от 

этого значения как функционал от входных параметров задачи, в частности от параметров 

скруглений. Тогда минимум этого функционала соответствует оптимальным значениям 

параметров коллиматора, имеющего наилучшее распределение поля в рабочей зоне. 
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Найти эти параметры можно при помощи метода Нелдера-Мида, как показывают 

численные эксперименты, неоднородность поля в рабочей зоне коллиматора с 

оптимизированными параметрами может не превышать нескольких процентов. 

Рис. 2. Оптимизация параметров зеркала 

Недостатком полученного алгоритма является то, что построенный коллиматор 

проявляет свои свойства только на одной частоте, в то время как реальные коллиматоры 

работают в определённом диапазоне частот. Чтобы оптимизировать поведение зеркало в 

диапазоне частот, нужно внести поправки в постановку задачи, рассмотрев, к примеру, 

новый функционал, равный сумме среднеквадратичных отклонений на нескольких разных 

частотах, входящих в исследуемый диапазон. 

На каждой конкретной частоте результаты такого коллиматора будут хуже, однако 

в целом диапазоне частот оно будет вполне достаточным для проведения измерений с 

большой точностью. 
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Такой характер зависимости погрешности от N  означает очень быструю сходимость. 

В работах [2-4] экспериментально было показано, что эти теоретические оценки 

справедливы лишь для функций с полюсами первого порядка. В данной работе 

получены следующие результаты. 

Мажорирующая константа. Улучшена мажорантная оценка (2). Пусть 

функция постоянна: ( )u x C . Очевидно, для такой функции формула трапеций точна. 

Поэтому погрешность (2) для функции ( )u x C  такова же, как для функции ( )u x . 

Однако константа M  для функции ( )u x C  будет другой. 

Выберем такую константу C , чтобы минимизировать величину M  для новой 

функции. Для вещественной функции ( )u x  этот выбор очевиден: 

0.5(max ( ) min ( ))C u x u x  . Это дает следующую оценку: 

 2

1
max ( ) min ( ) .

2
M u x u x  (3) 

Константа 2M оказывается меньше, чем 1M , как минимум в 2 раза. Особенно велика

разница этих констант, если величины maxu  и min u  сопоставимы. Аналогичная 

оценка построена для комплекснозначных функций ( )u x . 

Апробация оценок. Были проведены расчеты тестовых интегралов, берущихся 

точно в элементарных функциях. Показано, что если подынтегральное выражение 

имеет полюсы только первого порядка, то оценка (2) является асимптотически 

точной (а не просто мажорантной). 

На рис. 1 показана типичная зависимость отношения оценки (2) с константой 2M

к фактической погрешности от N . Видно, что указанное отношение слегка отличается 

от константы при 0.5LN   и очень быстро стремится к константе при увеличении N . 

Это убедительно свидетельствует, что зависимость от N  в оценке (2) действительно 

является асимптотически точной, и вдобавок применимой при очень малых значениях 

LN . Это показывает высокую ценность оценки (2). 
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Введение. В работе [1] была доказана теорема, что для неограниченно 

дифференцируемой функции интеграл по периоду (или интеграл по окружности в 

комплексной плоскости) аппроксимируется формулой трапеций на равномерной сетке 

не со степенной погрешностью, а с экспоненциальной. Пусть  
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Рис. 1. Отношение R  оценки (2) с константой 

2M (3) к фактической погрешности. 

Рис. 2. Отношение R  оценки (4) с 

константой 2M  (3) к фактической 

погрешности. Кратности полюсов указаны у 

кривых. 

Полюсы целого порядка. Детальный анализ доказательства, приведенного в 

[1], показал, что оценка (2) применима только для подынтегральных функций, 

имеющих полюсы первого порядка. 

В данной работе для полюсов целого порядка 1q   найдена следующая 

эмпирическая оценка: 

 
1

2 exp( 2 )
2

exp(2 ) 1

q
LN LN q

M
LN

 


 




(4) 

Расчеты тестовых интегралов показали, что оценка (4) также является асимптотически 

точной. На рис. 3 представлен типичный вид отношения оценки (4) к фактической 

погрешности для полюсов различной кратности в зависимости от N . Видно, что при 

увеличении N  это отношение выходит на константу. 

Существенно особые точки. Найдены новые интегралы от непериодических 

функций, определенных на полупрямой, для которых а) значение точно выражается в 

элементарных функциях, б) квадратурная формула трапеций сходится 

экспоненциально, в) особая точка является существенно особой и располагается в точке 

0x  (то есть на границе промежутка интегрирования). Интегралы такого вида не 

подпадают под теорему из [1]. Они возникают, например, при вычислении скоростей

химических или ядерных реакций по их сечению в термодинамически равновесной

среде. 

Показано, что в этом случае погрешность квадратурных формул зависит от 

шага сетки немонотонно и не описывается существующими теориями. 
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При экспериментальном исследовании дифракции электромагнитных волн на       
открытых полигонах могут возникать сложности, связанные с транспортировкой,        
погодными условиями и другими причинами, поэтому зачастую легче проводить         
эксперименты в закрытых помещениях, в которых различными способами        
имитируются условия открытого пространства, то есть в компактных полигонах.         
Безэховая камера представляет собой экранированное помещение с покрытой        
радиопоглощающим материалом внутренней поверхностью. Геометрия безэховых      
камер подобрана так, чтобы волны, отражённые от стен, затухали как можно сильнее,            
прежде чем дойти до приёмника. Однако оборудование, необходимое для проведения          
эксперимента, также может создавать помехи при измерениях. К примеру, подставка -           
пилон, на которую помещается исследуемый объект, имеет специфическую        
(оживальную) форму, подобранную для уменьшения отражения электромагнитных       
волн обратно к излучателю из соображений геометрической оптики. Она представляет          
собой наклонный цилиндр с двуугольником (фигура, образованная пересечением двух         
кругов) в сечении, слабо сужающийся сверху. При этом хорошо известно, что наличие            
рёбер на границе области приводит к возникновению сингулярностей у         
электромагнитного поля в их окрестности [1,2]. Для увеличения точности измерений,         
производимых в безэховой камере, требуется учесть вклад, вносимый в         
электромагнитное поле подставкой. Поэтому исследование поля в окрестности ребра         
пилона является важной и востребованной задачей. 

Пилон предполагается идеально проводящим бесконечным цилиндром,      
направленным вдоль вертикальной оси с двуугольником в сечении, на который под           
произвольным углом падает плоская электромагнитная гармоническая волна       
произвольной поляризации. При таких условиях задача может быть сведена к          
двумерной.  

В работе проводится теоретическое исследование электромагнитного поля в        
окрестности ребра пилона. При этом используется метод построения асимптотического         
представления решения в окрестности особой точки границы, впервые предложенный         
В.А.Кондратьевым [3].  

Рассматриваются установившиеся колебания, тогда решение будет периодично по        
времени. Для математической постановки задачи электромагнитное поле       
представляется в виде суперпозиции падающего и дифрагированного полей. Тогда для          
дифрагированного поля на бесконечности можно поставить условия излучения        
Зоммерфельда. Полное поле можно представить, как сумму двух полей, в одном из            
которых перпендикулярен оси цилиндра вектор напряжённости электрического поля        
(поле магнитного типа), а в другом перпендикулярен оси вектор напряжённости          
магнитного поля (поле электрического типа). Тогда из условий идеальной         
проводимости на границе области можно получить условия Дирихле для вертикальной          
компоненты напряжённости электрического поля для поля электрического типа и         
условия Неймана для вертикальной компоненты напряжённости магнитного поля для         
поля магнитного типа. Наклонное падение плоской волны можно учесть, если искать           
решение, периодическое вдоль вертикальной оси. Это позволяет свести исследуемую         
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задачу к скалярной краевой задаче для двумерного уравнения Гельмгольца в области           
вне двуугольника с условиями Зоммерфельда на бесконечности для дифрагированного         
поля с условиями Дирихле на границе для поля электрического типа и задачу с             
условиями Неймана для поля магнитного типа. При такой постановке у краевой задачи            
существует единственное решение [4]. 

Для выделения особенности поля вводится нормированное функциональное       
пространство, впервые предложенное в работах В.А. Кондратьева [3]. Для применения         
этого метода сперва нужно произвести дробно-линейное преобразование координат,        
которое переведёт двуугольник в бесконечный сектор. Затем всё, кроме главной части           
уравнения переносится в правую часть и переобозначается за некоторую неизвестную          
функцию. С помощью условия Мейкснера можно произвести начальную оценку для          
решения, что позволяет оценить правую часть уравнения в соответствующей норме.          
Переходя в полярную систему координат и делая замену радиальной переменной,          
можно перевести область вне сектора в бесконечную полосу. После преобразования          
Фурье по новой переменной для Фурье-образа решения получается уравнение,         
допускающее решение в виде ряда Фурье по синусам для граничных условий Дирихле            
и по косинусам для условий Неймана. Из вида полученного выражения и           
соответствующих оценок на правую часть уравнения можно заключить, что         
Фурье-образ решения представляет собой мероморфную функцию, определённую в        
полосе на комплексной плоскости и найти расположение её полюсов. В случае условий            
идеальной проводимости все полюсы будут лежать на мнимой оси. Это позволяет           
перейти от интегрирования по действительной оси к интегрированию по прямой,          
расположенной выше на комплексной плоскости, а вычеты в полюсах, лежащих между           
прямыми лягут в основу асимптотического представления решения. Интеграл по         
верхней прямой можно оценить с помощью нормы введённого ранее пространства.          
Таким образом, получено представление электромагнитного поля в окрестности ребра         
двуугольника в виде суммы сингулярной части и гладкой добавки, для которой           
получена оценка в соответствующей норме. Главная особенность поля стремится к          
нулю на границе как степенная функция с показателем, пропорциональным углу          
двуугольника. При острых углах показатель меньше единицы, значит уже первая её           
производная стремится к бесконечности, а именно через первые производные, согласно          
уравнениям Максвелла, выражаются остальные компоненты поля. 

Полученное представление может быть использовано для повышения скорости        
сходимости численных методов при математическом моделировании безэховой       
камеры. Поскольку сингулярная часть поля, благодаря полученному представлению,        
может быть аппроксимирована точно, проблема сводится к аппроксимации гладкой         
части. 
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